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I. EINLEITUNG 
Gegenstand dieser Arbeit sind endliche Gruppen, die eine stark eingebettete 
Untergruppe besitzen. Eine echte Untergruppe H der endlichen Gruppe G 
heiBt stavk eingebettet (in G), falls sie den Bedingungen (a) und (b) geniigt: 
(a) H hat gerade Ordnung; 
(b) Fiir jedes El ement g E G - H hat H n Hg ungerade Ordnung. 
L5Bt man G dann auf der Menge der zu H konjugierten Untergruppen 
operieren, so ist die so entstandene Operatorgruppe von der im Titel beschrie- 
benen Art; und umgekehrt ist bei einer derartigen Operatorgruppe der 
Stabilisator eines Punktes stark eingebettet. 
Ziel der Arbeit ist es, den folgenden Satz zu beweisen: 
SATZ 1. Die end&he Gruppe G besitze eine stark eingebettete Untergruppe. 
Dann gilt (i) oder (ii): 
(i) Eine 2-Sylowuntergruppe van G ist zyklisch oder eine Quaternionen- 
gyuppe ; 
(ii) G hat eine Reihe von Normalteilern 
lCMCLcG, 
derart daJ M und G/L ungerade Ordnung haben und L/M zu einer der einfachen 
Gruppen PSL(2, q), Sz(q), PSU(3, q) isomorph ist, fiir eine geeignete 2-Potenz 
q 2 4. 
* Diese Arbeit wurde von der Naturwissenschaftlichen Fakultiit der UniversiCt 
Maim als Habilitationsschrift angenommen. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
danke ich fiir ihre durch ein Habilitandenstipendium gewiihrte Farderung. 
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Im ersten Falle ist jede echte Untergruppe von G, die den Zentralisator 
einer Involution enthalt, stark eingebettet; und G ist Satzen von Burnside, 
Brauer und Suzuki zufolge nicht einfach (siehe Lemma 2.6). 
Im zweiten Falle hat jede stark eingebettete Untergruppe die Form 
H = MN,(S), mit einer 2-Sylowuntergruppe S von G (siehe $3). 
Das folgende Korollar zu Satz 1 wird ganz fur sich in 94 bewiesen und 
stellt so einen wichtigen Schritt im Beweis des Hauptsatzes dar: 
SATZ 2. Sei G eine transitive Permutationsgruppe einer endlichen Menge Sz. 
Jedes Element gerader Ordnung aus G lasse genau ein Element in 52 fest. Dann 
gilt (i) oder (ii): 
(i) Eine 2-Sylowuntergruppe von G ist zyklisch oder eine Quaternionen- 
gruppe (und G hat einen transitiven Normalteiler von ungerader Ordnung); 
(ii) G ist zweifach transitiv. 
Als nachstes sei erwahnt, da0 Satz 1 zusammen mit dem Hauptsatz von [2] 
die Struktur zweifach transitiver Gruppen, in denen der Stabilisator von 
zwei Punkten ungerade Ordnung hat, weitgehend aufklart: 
SATZ 3. Sei G eine zweifach transitive Permutationsgruppe iner endlichen 
Menge 9. Kein Element gerader Ordnung aus G lasse awei Elemente in 52 fest. 
Dann hat G einen entweder reguliiren oder zu einer der einfachen Gruppen 
PSL(2, q), Sz(q), PSU(3, q) isomorphen Normalteiler ( fiir eine geeignete 
Primzahlpotenz q > 4). 
Die Eigenschaft einer endlichen Gruppe G, eine stark eingebettete Unter- 
gruppe zu haben, la& sich such in ganz anderer Weise beschrieben. Jede 
der folgenden Bedingungen ist zu ihr aquivalent: 
(1) G hat eine Untergruppe von gerader Ordnung, die den Zentralisator 
einer jeden ihrer Involutionen enthiilt, aber nicht alle Elemente gerader Ordnung 
aus G. 
(2) Es gibt eine echte Teibnenge T der Menge der Involutionen in G, 
derart daJ keine Involution in T mit einer Involution au&rhalb T vertauschbar ist. 
(3) Es gibt eine echte Teilmenge M der Menge der 2-Sylowuntergruppen 
von G, derart daJ jede 2-Sylowuntergruppe aus M mit jeder nicht .in M enthal- 
tenen 2-Sylowuntergruppe von G trivialen Durchschnitt hat. 
1st namlich H eine stark eingebettete Untergruppe von G, so geniigt H 
dem in (1) geforderten; und allein aus den in (1) aufgefiihrten Eigenschaften 
folgt, dal3 die Menge T der Involutionen in H der Bedingung (2) geniigt. 
Wird (2) vorausgesetzt, so nehme man fiir M die Menge der tSylowunter- 
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gruppen von G, die eine Involution aus T enthalten und beachte, da8 jede 
2-Sylowuntergruppe von G eine zentrale Involution be&t. Wird schliel3lich 
(3) angenommen, so wtihle man M miiglichst klein und betrachte die Unter- 
gruppe H der Elemente aus G, die M invariant lassen; ist g E S E M, so ist 
M n MB nicht leer, und die Minimalitat von M erzwingt M n Mu = M, 
also g E H; dann ist offentsichtlich M die Menge der 2Sylowuntergruppen 
von H und deshalb H stark eingebettet in G. 
In diesem Zusammenhang sei such noch darauf hingewiesen, da8 eine 
echte Untergruppe von gerader Ordnung genau dann stark eingebettet ist, 
wenn sie den Normalisator einer jeden ihrer nichttrivialen 2-Untergruppen 
enthalt. Das eben dargelegte gestattet, eine weitere Folgerung aus Satz 1 zu 
ziehen. Verlangt man von einer echten Untergruppe H gerader Ordnung 
von G nur, da@ sie den Zentralisator einer jeden ihrer Involutionen enthalt, so 
braucht sie nicht stark eingebettet zu sein; hat aber G iiberhapt keine stark 
eingebettete Untergruppe, so mu& wie wir sahen, H alle Elemente gerader 
Ordnung aus G enthalten und insbesondere G einen echten Normalteiler 
haben. Da in dem ersten in Satz 1 aufgefiihrten Fall G, wie schon erwahnt, 
nicht einfach ist, erhalten wir demnach: 
SATZ 4. Die endliche einfache Gruppe G habe eine echte Untergruppe H 
vongerader Ordnung, derart daJ kein Element auJerhalb H mit einer Involution 
in H vertauschbar ist. Dann ist (fiir eine geeignete 2-Potenz q > 4) G zu 
PSL(2, q), Sz(q) oder PSU(2, q) isomorph. 
Eine andersartige Anwendungsmijglichkeit unseres Hauptsatzes ergibt 
sich daraus, dal3 gewisse interessante Unterfaktoren ganz beliebiger endlicher 
Gruppen stark eingebettete Untergruppen haben: Sei G eine endliche Gruppe 
und H eine echte, den Normalisator einer 2-Sylowuntergruppe von G ent- 
haltende Untergruppe von G. Unter den 2-Untergruppen von H, deren 
Normalisator nicht in H enthalten ist, sei S maximal. Dann ist NH(s)/5 
eine stark eingebettete Untergruppe von Nc(S)/S. (Man iiberlegt sich 
auBerdem leicht, dal3 die zu H konjugierten Untergruppen, die S enthalten, 
bereits unter No(S) zueinander konjugiert sind.) 
Das Hauptergebnis dieser Arbeit verallgemeinert Suzukis Klassifizierung 
der endlichen Gruppen, in denen verschiedene 2-Sylowuntergruppen 
trivialen Durchschnitt haben [14]. Genau wie dort wird hier die allgemeine 
Situation auf eine, in einem tiefliegenden Satz von Suzuki [13, Seite 51.51 
behandelte, speziellere zuriickgeftihrt. Jener Satz besagt im wesentlichen, 
dal3 die Folgerung in Satz 1 gilt, falls zusatzlich G zweifach transitiv auf den 
zu H konjugierten Untergruppen operiert und H n Hg fur jedes g E G ein 
normales Komplement in H besitzt. 
Die Bezeichnungen stimmen im wesentlichen mit denen in [4] und [6] 
uberein. 
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2. VORBEREITENDE HILFSSKTZE 
LEMMA 2.1. Sei X eine endliche Gruppe von ungerader Ordnung und t 
ein involutorischer (d.h. t2 = 1) Automorphismus von X. Mit V = Cx(t) und 
K={x~Xjx~ =x-l}giZtdann: 
(i) Jede Restklasse von V enthalt genau ein Element aus K, 
(ii) Aus a, b E K und ab E Kfolgt ab = a; 
(iii) Aus a E V, b E K und ab E V folgt ab = a; 
(iv) (K) ist ein Normalteiler von X; 
(v) Enthiilt V eine p-Sylowuntergruppe von X, fur eine Primxahl p, so ist 
(K) eine p’-Gruppe; 
(vi) Sei p eine Primzahl und U eine t-invariante p-Untergruppe von X. 
Dann ist U in einer t-invarianten p-Sylowuntergruppe P von X enthalten, und 
esist 1 Pn KI = 1 Kl,undI Pn VI = 1 VI,; 
(vii) Ist K eine Untergruppe von X, so ist K abelsch. 
Beweis. Beachtet man, daB die Kommutatoren X+X, mit x E X, alle in K 
enthalten sind und-beim Beweis von (v)-daB X als Gruppe ungerader 
Ordnung auf&bar ist [4], so lassen sich diese Eigenschaften leicht nachweisen. 
LEMMA 2.2. Die Gruppe G operiere zwezfach transitiv auf der Menge Q. 
Seien a und b zwei verschiedene Elemente ausQ und H = G, sowie D = G,., . 
Dann sind die folgenden Eigenschaften einer Untermenge S von D aquivalent: 
(i) No(S) ist xwezfach transitiv auf Qs; 
(ii) Ist h E H und Sh C D, so gibt es ein d E D mit S’h = Sd, auperdem 
ist No(S) $ H; 
(iii) Ist g E G und Sg C D, so gibt es ein d E D mit 9 = Sd. 
Beweis. Ein Beweis fur diesen von E. Witt aufgedeckten Zusammenhang 
findet sich zum Beispiel in [2, Lemma 3.21. 
LEMMA 2.3. Die endliche Gruppe G operiere zweifach transitiv auf der 
Menge Q. Sei p tine Primzahl, D der Stabilisator xweier Elemente aus Q und P 
maximal unter den p- Untergruppen von D, die mehr als zwei Punkte festlassen. 
Dann ist No(P) zweifach transitiv auf Q, . Insbesondere ist P such maximal 
unter den p- Untergruppen von G, die mehr als zwei Punkte festlassen. 
Beweis. Siehe [2, Lemma 3.31. 
LEMMA 2.4. Seien u und v Involutionen einer endlichen Gruppe G. Sind u 
und v nicht xueinander konjugiert, so hat C,(u) n Co(v) gerade Ordnung. 
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Beweis. Wegen (ue))% = vu = (Uv)-l ist (u, v) = (uv)(u). Hat uv 
ungerade Ordnung, so sind demnach (u) und (v) 2-Sylowuntergruppen 
von (u, v) und als solche konjugiert. Hat uv aber gerade Ordnung, so wird 
die Involution in (uv) von u und v zentralisiert. 
LEMMA 2.5. Die endliche Gruppe G operiere auf einer Menge L’. K sei eine 
(abelsche) Untergruppe von G mit (a) und (b): 
(a) Fiir jedes Element k E K# ist C,(k) = K, 
(b) K ist transitiv auf Q. 
Dann gilt (i) oder (ii): 
(i) G ist xweifach transitiv auf Sz; 
(ii) Mit M = Ga = {g E G 1 xg = x fiir alle x E G} gilt G = MNo(K). 
Beweis. Burnsides charaktertheoretischer Beweis seines Satzes iiber 
Permutationsgruppen von Primzahlgrad [9, Seite 6091 liefert such dieses 
Resultat. 
LEMMA 2.6. Die folgenden Eigenxhaften einer endlichen Gruppe G sind 
iiquivalent; 
(i) G enthiilt keine elementarabelsche Untergruppe der Ordnung 4; 
(ii) Eine 2-Sylowuntergruppe von G ist zyklisch oder eine Quaternionen- 
gyuppe ; 
(iii) Alle Involutionen in G sind unter O(G) xueinander konjugiert. 
Beweis. Zur Aquivalenz von (i) und (ii) siehe [7, Theorem 12.5.21. Da8 (i) 
aus (iii) folgt, ist klar. 1st eine 2-Sylowuntergruppe von G zyklisch, so hat sie 
nach einem Satz von Burnside [7, Theorem 14.3.11 ein normales Komplement 
in G, und es folgt (iii). 1st eine 2-Sylowuntergruppe von G jedoch eine 
Quaternionengruppe, so ist (iii) im wesentlichen der Inhalt eines beriihmten 
Satzes von Brauer und Suzuki [3]. 
LEMMA 2.7. Sei G eine e-ndliche auJEisbare Gruppe mit abelschen 2-Sylow- 
untergruppen. Sei weiter p eine ungerade Primzahl, P eine p-Sylowuntergruppe 
von G und J(P) das Erzeugnis der abelschen Untergruppen von g@tmijglicher 
Ordnung von P. Dann ist O,,(G) Z(J(P)) 4 G. 
Beweis. Das wurde unter weit schwacheren Voraussetzungen von 
Glauberman bewiesen, siehe [5] oder [6, Theorem 8.2.111. 
LEMMA 2.8. Sei G eine endliche, zweifach transitive Permutationsgruppe. 
481/17/4-b 
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Der Stabilisator eines Punktes habe gerade Ordnung, der von xweien ungerade 
Ordnung, und eine 2-Sylowuntergruppe von G sei zyklisch oder eine Quaternionen- 
gruppe. Sei H der Stabilisator eines Punktes. Dann gilt: 
(i) H hat ein normales Komplement Q in G; 
(ii) H ist transitiv auf Q#, und Q ist elementarabelsch; 
(iii) H enthiilt genau eine Involution u, und es ist g” = g-l fiir alle g E Q; 
(iv) Ist t eine Involution in G, so ist H n Ht = CH(t); 
(v) Ist we&r p eine ungerade Primxahl mit (p, 1 H IT Ht I) = 1, so hat 
H eine zyklische p-Sylowuntergruppe. 
Beweis. Sei u eine Involution aus H. Dann ist C,(u) C H, und aus 
Lemma 2.6 folgt G = O(G)H. Da O(G) au OS fl” b ar ist [4], hat G einen abel- 
schen Normalteiler Q f 1; und da H keinen echten Normalteiler von G 
enthalt und eine maximale Untergruppe von G ist, erhalten wir G = HQ, 
C,(Q) = 1 und H n Q = 1. Gemal Lemma 2.1 ist dann g” = g-l fur alle 
g E Q, ein Produkt zweier Involutionen aus H liegt also in C,(Q), und folglich 
enthalt H nur eine Involution. 
Die Aussage (iv) folgt nun daraus, daB alle Involutionen in No(H c~ Ht) 
konjugiert sind; und die Transitivitat von H auf Q# ist aquivalent mit der 
zweifachen Transitivitat von G. Bei (v) beachte man, da8 eine p-Sylow- 
untergruppe von H fixpunktfrei auf Q operiert. 
LEMMA 2.9. Sei E eine Untergruppe der endlichen Gruppe W, p eine 
Primzahl und h ein p-Element aus E - E’. Ferner sei (p, / W : E 1) = 1, und 
es gelte fiir alle x E (h) die folgende Bedingung : 
(*) Ist xg E E, mit g E G, so gibt es ein Element y E E mit x9 = xv. 
Dann ist h # W’. 
Beweis. Siehe den Beweis des Burnsideschen Verlagerungssatzes [7, 
Theorem 14.3.11. 
LEMMA 2.10. Sei wieder E eine Untergruppe der endlichen Gruppe W, 
p eine Primzahl und h ein p-Element aus E - E’. Fur jede p- Untergruppe U # 1 
vonlE gelte (a) oder (b): 
(a) NE(U) hat ein normales Komplement C in N,(U), und es ist 
(P, I C I) = 1; 
(b) U ist zyklisch, aber eine p-Sylowuntergruppe von E ist nicht zyklisch. 
Dann ist h # w’. Insbesondere ist OP( W) # W = Oi’( W)E. 
Beweis. Da eine p-Sylowuntergruppe von E der Bedingung (a) geniigt, 
ist (p, 1 W : E I) = 1, also W = Op( W)E; und die Behauptung folgt direkt 
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aus Lemma 2.9, sobald wir folgende Eigenschaften einer jedenp-Untergruppe 
U # 1 von E nachgewiesen haben: 
(B) Ist Ug C E, mit g E W, so gibt es ein Element y E E mit Ug = U@. 
Dann gent&t namlich offenbar jedes p-Element x E E der Bedingung (*) 
von Lemma 2.9. 
1st X eine p-Untergruppe von E, so geniigt eine p-Sylowuntergruppe U 
von NE(X) der Bedingung (a) und ist deshalb such eine p-Sylowuntergruppe 
von N,(X). 
Zum Beweis von (B) diirfen wir annehmen, da8 U keine p-sylowunter- 
gruppe von E und die Behauptung fiir gr6Bere p-Untergruppen von E 
bereits bewiesen ist. Dann ist U C S, fur eine p-Sylowuntergruppe S von 
NE(U), und aufgrund obiger Bemerkung ist Sn C EQ-‘, mit einem Element 
n E N,(U). Nun haben wir Sng _C E, und die Wahl von U liefert ein Element 
e E E mit Sng = Se. Da S die Eigenschaft (a) hat, folgt nge-l = cf, mit 
c E C,(S) und f E E. Nun ist U’J = lJng = UCfP = Uf”. 
Da (A) eine Folge von (a) ist, diirfen wir zum Beweis von (A) annehmen, 
dal3 U zyklisch ist. Sei X die Untergruppe der Ordnungp von U und S eine 
p-Sylowuntergruppe von C,(X). D ann geniigt S der Bedingung (a), und ein 
FrattinischluR liefert 
~w(X) = Gv(X)(Nw(X) n %@)) = G(4 Gf4s)(NE(w n NE(S)) 
= Gvw NE(X). 
Ersetzen wir W und E durch C,(X) und C,(X), so gilt fur jede nichttriviale 
p-Untergruppe von C,(X) wieder (a) oder (b), und deshalb bleibt such (B) 
giiltig. Daraus folgt N,(U) = (N,(U) n C,(X)) NE(U), und wegen 
Op(N,(U) n C,(X)) C C,(U) erhalten wir schliel3lich N,(U) = 
Cd U) NE( w. 
LEMMA 2.11. Sei G = NQP eine endliche Gruppe mit N 4 G, Q 4 QP, 
C,(P) = 1 und (1 Q 1, 1 P I) = 1. Die Ordnung won P sei eke Primzahl, die 
non Q sei ungerade, und schZieJZich sei such (1 N I, 1 Q I) = 1. Dann ist [P, Q] C 
GPO 
Beweis. Das ist im wesentlichen ein Korollar zu [9, Satz V. 17.131. 
Nimmt man namlich G als minimales Gegenbeispiel an, so folgt leicht, dal3 Q 
eine abelsche oder extraspezielle q-Gruppe mit C,(P) = Q’ ist, fiir eine 
Primzahl q, und dal3 N ein minimaler Normalteiler und eine elementarabelsche 
r-Gruppe ist, mit einer Primzahl r. 
1st Q abelsch, so liefert ein wohlbekannter elementarer SchluB die Behaup- 
tung. Sei Q also extraspeziell. 
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Die Automorphismengruppe QP von N konnen wir als lineare Gruppe 
tiber GF(r) auffassen, und nattirlich such als lineare Gruppe iiber jedem 
Erweiterungskijrper K von GF(r); fiir den dazugehbrigen Vektorraum I’ 
iiber K gilt dann immer noch C,(P) = 0. Nach dem oben zitierten Satz 
enthalt aber bei geeigneter Wahl von K die Darstellung von P auf I’ die 
triviale Darstellung, was gleichwertig ist mit C,(P) # 0, ein Widerspruch. 
SchlieJlich sei noch auf die Au@sbarkeit der Gruppen ungerader Ordnung 
hingewiesen [4], von der wir standig-und ohne besonderes Zitat-Gebrauch 
machen. 
3. EIGENSCHAFTEN DER GRUPPEN PSL(2,q), Sz(q) UND PSU(3,q) 
Sei q = 2n eine 2-Potenz und G eine der Gruppen PSL(2, q), Sz(q) oder 
PSU(3, q). Dabei bedeutet PSL(2, q) d ie zweidimensionale projektive 
(spezielle) lineare Gruppe iiber GF(q) (d em Korper mit q Elementen), Sz(q) 
die Suzukigruppe der Ordnung q2(q - l)(q2 + 1) und PSU(3, q) die drei- 
dimensionale projective spezielle unitare Gruppe tiber GF(q2); Sz(q) ist nur 
fiir ungerades n definiert. 
Fur genaue Definitionen dieser Gruppen und Beweise der unten aufge- 
fiihrten Eigenschaften wird der Leser auf [6, 2.81, [9, II, $6 und 81, [I I], [12] 
und [13, $191 verwiesen. 
Uns interessiert fast nur der Fall q > 2, wo G einfach ist. 1st q = 2, 
so ist G eine Frobeniusgruppe der Ordnung 2*3,4*5 oder 8.9. 
Sei S eine 2-Sylowuntergruppe von G, H = No(S), t eine Involution aus 
G - H, D = H n Ht und K = (d E D / dt = d-l}. Dann gelten die Aus- 
sagen (l)-(9): 
(1) H=SD,SnD=l,S4=1. 
(2) Co(k) = D fiir alle k E K#. 
(3) D ist zykhsch. 
(4) Z(S) ist eine elementarabelsche 2-Gruppe der Ordnung q und enthalt 
alle Involutionen aus H. 
(5) j K / = q - 1 (wegen (3) ist K eine Untergruppe). 
(6) Ist G nicht zu PSU(3, q) isomorph, so ist K = D; andernfalls ist 
1 D : K 1 = 1 CD(t)1 = q + 1 oder (q + 1)/3. 
(7) G = H v HtH; das bedeutet, daJ G zweifach transitiv auf den zu H 
konjugierten Untergruppen operiert. 
(8) Im Falle G z PSL(2, q) ist 1 S 1 = q; im Falle G ‘v Sz(q) ist 
1 S 1 = 42; im FaZZe G ‘v PSU(3, q) ist j S ] = q3; [Wegen (1) und [7] ist 
I G I = I S I I D ICI S I + 111. 
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(9) Ist G xu PSL(2, q) oder Sz(q) isomorph, so sind fiir alle ungeraden 
Primzahlen p die p-Sylowuntergruppen von G xyklisch. Ist weiter (unter der 
obigen Einschriinkung) A eine maximale abelsche 2’-Untergruppe von G, SO ist 
Co(a) = A fiir alle a E A#, jede Involution in No(A) invertiert A elementweise, 
die Ordnung von N,(A) ist gerade und die von A ist q - 1, q + 1, q + 1/G + 1 
oderq-a++. 
4. DER BEWEIS VON SATZ 2 
In diesem Abschnitt sei 
G = eine endliche Gruppe; 
H = eine stark eingebettete Untergruppe von G; 
Q = die Menge der zu H konjugierten Untergruppen volt G; 
n = die Anzahl der Involutionen in H. 
Wir betrachten G als Operatorgruppe auf Q und bezeichnen die Elemente 
von Q manchmal bequemlichkeitshalber als Punkte. 
Da offensichtlich H = N,(H) ist, bedeutet dann zum Beispiel die Aussage 
“X Itit drei Punkte fest” (oder 1 fix 1 > 3) nichts anderes als “X ist in drei 
zu H konjugierten Untergruppen von G enthalten.” 
Besonders wichtig fur das folgende sind die in Lemma 2.1 zusammen- 
gefaBten Eigenschaften involutorischer Automorphismen von Gruppen 
ungerader Ordnung. Ausgangspunkt fur unsere Uberlegungen ist eine Reihe 
von wohlbekannten, grundlegenden Eigenschaften von H (siehe z.B. [lo], 
[6, Seite 3081 und [14, Seite 621): 
LEMMA 4.1. (i) G und H haben jeweils nur eine Konjugiertenklasse von 
Involutionen; 
(ii) Ist u eine Involution in H, so enthiilt iede nicht in H enthaltene Rest- 
klasse von C,(u) genau eine Involution; 
(iii) Jede Restklasse von H enthiilt eine Involution; 
(iv) Sei u eine Involution in H, und t eine Involution auperhalb H. Sei 
D=HnHtundK={d~D/dt=d-l}.D ann enthiilt jede Restklasse von 
C,(u) in H genau ein Element aus K. Insbesondere sind die Involutionen in H 
unter D konjugiert, es ist n = 1 K 1 = / D : C,(t)1 und / C,(u)1 = I C,(t)(. 
Beweis. 1st u eine Involution in H und t eine Involution auBerhalb H, 
so hat, da H mit jeder Involution such deren Zentralisator enthalt, 
C,(u) n C,(t) ungerade Ordnung. Lemma 2.4 zufolge sind u und t dann 
konjugiert. Und da es sowohl in als such aunerhalb H Involutionen gibt, 
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kann G nur eine (Aquivalenz- ) Klasse konjugierter Involutionen besitzen. 
Sind u und v Involutionen in H, so sind sie, wie wir gerade sahen, in G 
konjugiert. Aus us = v folgt aber, da H n Hg gerade Ordnung hat und H 
stark eingebettet ist, daO g in H liegt. Also hat such H nur eine Konjugierten- 
klasse von Involutionen. 
Urn (ii) einzusehen, uberzeugen wir uns zunachst, da13 zwei verschiedene, 
auBerhalb H liegende Involutionen a und b nicht in der gleichen Restklasse 
von C,(u) enthalten sein konnen: Sonst erhielten wir namlich 
u E C&b) Q C,*(ab) $ H 
(beachte a, b E Cc*(&)), und C,*(ub) ware eine stark eingebettete Unter- 
gruppe von Cc*(&); nach (i) hatte C,*(ub) nur eine einzige-folglich in 
C&ub) enthaltene-Konjugiertenklasse von Involutionen. Es ware also 
a E C,(d), folglich bu = (a!~)-l = (ub)” = ub, also ab eine Involution in H 
und deshalb a E Cc(&) C H, im Widerspruch zur Annahme a $ H. 
Aus (i) und C,(u) = C,(u) folgt andererseits, dal3 die Anzahl der Involu- 
tionen aul3erhalb H mit der Anzahl der nicht in H enthaltenen (Rechts- ) 
Restklassen von C,(u) tibereinstimmt. 
Die dritte Behauptung ergibt sich natiirlich unmittelbar aus (ii). 
Zum Beweis von (iv) sei als erstes bemerkt, da8 K die Menge der Produkte 
xt von Involutionen x in Ht mit t ist; denn jedes solches Produkt wird von t 
invertiert und liegt deshalb in D = H n Ht, und umgekehrt ist fiir jedes 
Element K E K das Produkt x = kt eine Involution in Ht : x2 = k(tkt) = 
kk-l = 1. 
So ist 1 K 1 die Anzahl der Involutionen in Ht, und diese ist (ii) zufolge 
gleich 1 H : C,(u)l. Es bleibt also nur zu zeigen, dal3 zwei verschiedene 
Elemente a und b aus K nicht in der gleichen (Rechts- ) Restklasse von 
C,(u) liegen konnen. Andernfalls hgtten wir ab-l E CH(~), also such 
(ut)(bt)-l = ub-l E C,,(u); das widerspricht aber (ii), da at und bt Involutionen 
(in G - H) sind. 
Neben den in Lemma 4.1 gesammelten Aussagen ist das folgende Lemma 
von grundlegender Bedeutung fiir diese Arbeit: 
LEMMA 4.2. Sei p eine (ungerude) Primzuhl. Unter den p-Untergruppen 
von H, die wenigstens drei Punkte in Q festlussen, sei P maximal. Dunn gibt es 
eine zu H konjugimte Untergruppe n, derurt duJ P _C f7 ist und N,(P) gerude 
Ordnung hut. 
Beweis. Zum Beweis wird angenommen, da13 die Behauptung falsch ist 
(dann hat insbesondere N,(P) ungerade Ordnung). Aus dieser Annahme 
leiten wir in mehreren Schritten einen Widerspruch her: 
(I) Es ist 1 N,(P) : N,(P)1 > 3. 
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Beweis. Angenommen, j N,(P) : N,,(P)j < 2. P ist in drei verschiedenen 
zu H konjugierten Untergruppen (i.e., Elementen aus 52) enthalten: P C H, 
HI, H, . Aus / N,(P) : N,(P)/ < 2 und p f 2 folgt, dab jedes p-Element 
aus N,(P) bereits in N,(P) liegt. 
Eine p-Sylowuntergruppe S von NH nH (P) ist demnach such in H 
enthalten und mu8 wegen der Maximal&t bon P deshalb mit P iiberein- 
stimmen. Folglich ist P eine p-Sylowuntergruppe von Hl n H, . 
Nach Lemma 4.1 gibt es eine Involution t E G mit H, = Hit; und da t 
dann Hl n Ha-eine Gruppe ungerader Ordnung- normalisiert, konnen 
wir eine solche Involution t sogar in No(P) finden. Dann ist t $ H, also 
H # Ht und such Hl # Ht. Genauso erhalten wir eine Involution s E N,(P) 
mit Ht = H,” und s $ H. 
Wegen 1 No(P) : N,(P)1 < 2 ware dann aber ts E H, also H = HtS = Hl , 
ein Widerspruch. 
(II) Sei x E N,(P) - N,(P). Dam enthiilt die Restklasse N,(P)x eine 
Involution. 
Beweis. Wir unterschieden zwei Falle. Zuerst wird angenommen, da13 P 
eine p-Sylowuntergruppe von H n Hz ist. Nach Lemma 4.1 gibt es eine 
Involution t E G mit H” = Ht. Da P einep-Sylowuntergruppe von H n Ht = 
H n Hx ist, und H n Ht von t normalisiert wird und ungerade Ordnung hat, 
konnen wir t E N,(P) annehmen. Aus H” = Ht folgt tx-l E H. Also ist 
tx-l E N,(P), und t ist eine Involution in N,(P)x. Ubrig bleibt der Fall, 
dal3 P keine p-Sylowuntergruppe von H n Hx ist: Sei Q eine p-Sylowunter- 
gruppe von N,,,,(P). D ann ist P C Q, und infolge der Maximalitat von P 
Ia& Q nur zwei Punkte-namlich H und Hz- fest. Insbesondere ist 
I No(Q) : N~nw(Q)l G 2. 
Deshalb ist jedes p-Element aus NG(Q) in H n Hx enthalten, und folglich 
mu0 Q als eine p-Sylowuntergruppe von N,,,,(P) such eine p-ljylowunter- 
gruppe von N,(P) sein. Dann sind Q und Q-’ p-Sylowuntergruppen von 
N,(P), und es gibt ein Element h E N,(P) mit Qh = pm’. Nun liegt hx in 
NNGtp)(Q), aber nicht in H. Aus obiger Ungleichung folgt dann die Existenz 
einer Involution t E NNGtp)(Q) mit Ht = Hhx = Hz. Nun ist tx-l E N,(P), 
also t E N,(P)%. 
(III) Es ist O(No(P)) C N,(P). 
Beweis. Andernfalls enthielte O(No(P)) N,(P), eine Gruppe ungerader 
Ordnung, aufgrund von (II) eine Involution. 
(IV) Jede abelsche 2-Untergruppe von N,(P) ist zyklisch. 
Beweis. Sei A eine abelsche 2-Untergruppe von No(P) und A # 1. 
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Es gibt eine zu H konjugierte Untergruppe H mit A C i7. Da N&P) gerade 
Ordnung hat, ist P g ff ( sonst ware die Behauptung unseres Lemmas doch 
richtig). 
Fur a E A# ist C,(a) _C P n H, weil R eine stark eingebettete Untergruppe 
von G ist. Demnach operiert A fixpunktfrei auf N,(P n i7)/P n g, einer 
von 1 verschiedenen p-Gruppe, und folglich ist A zyklisch. 
(V) Es ist 1 N,(P) : N,(P)] < 2. 
Beweis. Aus (IV) folgt, daf3 O(N,(P)) transitiv auf den Involutionen von 
N,(P) operiert (Lemma 2.6), und aus (III), da13 O(N,(P)) jede Restklasse von 
N,(P) in N,(P) beim Konjugieren festl%Bt. Also liegen alle Involutionen von 
N,(P) in einer einzigen Restklasse von N,(P). Nach (II) enthtilt aber jede 
von N,(P) verschiedene Restklasse von N,(P) in N,(P) eine Involution. 
Damit ist die Behauptung (V) bewiesen. 
Nun ist such der Beweis des Lemmas zu Ende, denn die Aussagen (I) und 
(V) widersprechen sich. 
LEMMA 4.3. Sei u eine Involution in H, p eine Primzahl und H + f7 E &?. 
Normalisiert u eine p-Untergruppe X von H n f7 UT& ist 1 X : C,(u)] 3 np , 
so normalisiert u eine p-Sylowuntergruppe von H n f7. 
Beweis. Lemma 4.1 zufolge ist n = 1 D : C,(u)I, mit D = H n f7. 
Sei Y eine von u normalisierte, X enthaltende p-Sylowuntergruppe von 
D n DU. Dann ist 1 C,(u)1 = 1 Cn(u)19 und j Y : C,(u)1 > I X : C,(u)] 3 n, . 
Es folgt I Y I 3 n, I C&4 = n, I C&Ip = I D Iv. 
LEMMA 4.4. Sei p eine (ungerade) Primzahl. Unter den p-Untergruppen 
von H, die wenigstens zwei Punkte in Q festlassen, sei P maximal. Ist G nicht 
zweifach transitiv auf Sz, so hat N,(P) gerade Ordnung. 
Beweis. Angenommen, N,(P) hat ungerade Ordnung, und G ist nicht 
zweifach transitiv auf Q. Es gibt neben H noch eine zu H konjugierte Unter- 
gruppe Hz, die P enthllt. Lemma 4.1 erlaubt uns x als Involution, und da P 
eine p-Sylowuntergruppe von H n Hx ist, sogar als Involution in N,(P) 
anzunehmen. 
Fixiert P mehr als zwei Punkte, so la& sich Lemma 4.2 auf P anwenden, 
und wir tinden eine zu H konjugierte Untergruppe n, so dal3 P C H ist und 
N&P) gerade Ordnung hat. Wie wir oben sahen, sind H und R dann unter 
N,(P) konjugiert, weshalb such NH(P) g erade Ordnung haben mu&e. Also 
lal3t P nur zwei Punkte fest. Insbesondere ist I N,(P) : NtHnHZ) (P)] = 2 und 
folglich P eine p-Sylowuntergruppe von G. 
Da G nicht zweifach transitiv ist und jede Restklasse von H eine Involution 
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enthalt, gibt es eine weder in H noch in der Doppelrestklasse HxH liegende 
Involution t in G. 
Sei Q eine von t normalisierte p-Sylowuntergruppe von H n Ht. La& Q 
nur zwei Punkte fest, so ist NH(Q) C Ht und deshalb Q such eine p-Sylow- 
untergruppe von H. Dann gibt es ein Element h E H mit Q = Ph. Es 
folgt t E No(Q) = h-lN,(P)h, also t E h-l(H u Hx)h C H u HxH, ein 
Widerspruch. Also ist 1 !Z’o 1 > 3. Wir erweitern Q zu einer mijglichst 
groRen p-Untergruppe M von H mit / GG 1 > 3. 
Lemma 4.2 liefert uns eine zu H konjugierte Untergruppe il, derart daB 
M C g ist und Nfl(M) gerade Ordnung hat. Sei R eine M enthaltende 
p-Sylowuntergruppe von H. Genau wie P liegt R in zwei zu H konjugierten 
Untergruppen: R C R n i7. Aus Lemma 4.1 folgt 1 Q : C,(t)1 = n, . 
1st t E R, so erhalten wir aus Lemma 4.3 mit t = u und Q = X, daI3 NR(R) 
gerade Ordnung hat. 
1st t $ H, so sei u eine Involution in NH(M); wir setzen K = {k E Q 1 kt = 
k-l}. Dann ist 1 K I = I Q : C,(t)1 = n2, und Lemma 4.1 zufolge liegen 
verschiedene Elemente von K in verschiedenen Rechtsrestklassen von C,(u). 
Da Q in M enthalten ist, folgt / M : C&u)1 > n, . Wieder kiinnen wir 
Lemma 4.3, mit X = M, anwenden und schlieBen, da8 Ng(R) gerade 
Ordnung hat. Nun ist klar, daB such N,(P) gerade Ordnung haben mu& ein 
Widerspruch. 
Mit Hilfe von Lemma 4.4 la& sich Lemma 4.2 noch verscharfen: 
LEMMA 4.5. Sei p eine Primxahl und P maximal unter den p- Untergruppen 
von H, die mindestens drei Punkte in 52 festlassen. Dams hat N,(P) gerade 
Ordnung. 
Beweis. 1st G zweifach transitiv auf !2, so folgt die Behauptung aus 
Lemma 4.2, da dann Lemma 2.3 zufolge N,(P) zweifach transitiv auf Grip 
operiert, also die zu H konjugierten, P enthaltenden Untergruppen von G 
unter N,(P) konjugiert sind. 
Andernfalls erweitern wir P zu einer moglichst groBen p-Untergruppe P 
von H, die noch zwei Punkte festlal3t. Nach Lemma 4.4 hat N,(P) gerade 
Ordnung. Deshalb kann N,(P) keinen von H verschiedenen Punkt festlassen, 
und folglich ist I Sz, / > 3. Nun folgt aus der Maximalitat von P, da8 P = P 
ist. 
LEMMA 4.6. Ist G auf&bar, so besitxt H einen Normalteiler M, derart 
da@ es in H/M nur eine Involution gibt und N,(M) e H ist. 
Beweis. Wir diirfen annehmen, da13 H eine maximale Untergruppe von G 
ist und keinen echten Normalteiler von G enthalt. G hat einen abelschen 
Normalteiler A # 1. Dann ist G = HA, A n H = 1 und C,(A) = 1. 
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Jede Involution in H operiert wegen H n A = 1 fixpunktfrei auf A und 
invertiert deshalb jedes Element in A. Da demnach ein Produkt zweier 
Involutionen aus H in C,(A) liegt, kann H nur eine Involution enthaiten. 
Nun setze man M = 1. 
LEMMA 4.7. Sei u eine Involution in H, p eine ungerade Primzahl, X eine 
von u normalisierte p-Untergruppe von H und KV = {x E X / xU = x-l}. Ist W 
eine von (u>X normalisierte, nicht in H enthaltene {p, 2)‘-Untergruppe von G, 
so ist C&K) $ H. 
Beweis. W darf als minimal beziiglich der angegebenen Eigenschaften 
angenommen werden. Da W also 2’-Gruppe auf&bar ist, folgt w’ C H, also 
W n H 4 W. Wegen C,(u) C H invertiert u jedes Element in W/W n H. 
Deshalb wird W/W n H von K zentralisiert. Da W eine p’-Gruppe ist, folgt 
W = Cw(K)(W n H) und damit die Behauptung. 
Nach diesen Vorbereitungen beginnen wir jetzt mit dem Induktionsbeweis 
des Satzes 2. Die Zusatzbemerkung iiber die Transitivitat von O(G) folgt aus 
Lemma 2.6. Wir haben also zu zeigen: 
SATZ 4.8. Eine 2-Sylowuntergruppe von G sei weder zyklisch noch eine 
Quaternionengruppe. Dann is G zweifach transitiv auf 9. 
Bewess. Zum Beweis wird G als ein Gegenbeispiel von kleinstmiiglicher 
Ordnung zu Satz 4.8 angenommen. Diese Annahme wird in mehreren 
Schritten zu einem Widerspruch gefiihrt. Es ist klar, da0 H keinen echten 
Normalteiler von G enthalt. Weiter erinnere ich daran, da13 fur beliebiges 
g E G alle Involutionen in H unter H n Hg konjugiert sind (Lemma 4.1) und 
da8 X n H eine stark eingebettete Untergruppe von X ist, sobald X n H 
eine echte Untergruppe gerader Ordnung der Untergruppe X von G ist. 
Nun noch eine Bezeichnung: 
1st p eine Primzahl und D = H n Hy mit einem Element g E G - H, so 
heiDt D p-reguliirer Durchschnitt (beziiglich H), falls D n DU fur eine (und 
deshalb jede) Involution u E H eine p-Sylowuntergruppe von D enthalt. 
Lemma 4.4 besagt dann nichts anderes, als daD jede zwei Punkte fixierende 
p-Untergruppe von H in einem p-regularen Durchschnitt enthalten ist und 
es insbesondere p-regulare Durchschnitte gibt. Die Minimalitat von G 
gelangt nur in dem ersten Beweisschritt zur Anwendung. 
(I) Sei t E G - H und A eine charakteristische Untergruppe von H n Ht, 
derart daj3 N,(A) gerade Ordnung hat. Dann ist A = 1. 
Beweis. Angenommen, A # 1. Sei F = N,(A) und D = H n Ht. Da 
jede Restklasse von H eine Involution enthalt, ist ohne Beschrankung der 
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Allgemeinheit t eine Involution, also D = Dt und t E F. Insbesondere ist 
F c H, also F n H eine stark eingebettete Untergruppe von F. Da die Involu- 
tionen in H unter D konjugiert sind, enthalt F alle Involutionen von H. 
Deshalb ist such eine 2-Sylowuntergruppe von F weder zyklisch noch eine 
Quaternionengruppe (Lemma 2.6). 
Die Minimalitat von G garantiert nun die zweifache Transitivitat von F 
auf der Menge li’der in F zu F n H konjugierten Untergruppen. Offensichtlich 
ist F n Ht = (F n H)t eine solche Untergruppe und D = (F n H) n (F n H)t. 
Sei u eine Involution in H. Enthalt D n DU fur jede Primzahl p eine 
p-Sylowuntergruppe von D, so ist D n DU = D, also D = D”, und (u)D 
mu&e alle Involutionen aus H enthalten. Dann ware eine 2-Sylowuntergruppe 
von G aber zyklisch oder eine Quaternionengruppe. Wir schlieDen, daB es 
eine Primzahl p gibt, derart daR N,(P), f” ur eine p-Sylowuntergruppe P von 
D, ungerade Ordnung hat. 
Da F zweifach transitiv auf ll operiert, folgt nun aus Lemma 4.5, ange- 
wandt auf F und F n H anstelle von G und H, da13 P nur zwei Punkte in IT 
festla8t. Daraus folgt NFnH(P) C F n Ht, also N,,,(P) C D. Insbesondere 
ist P eine p-Sylowuntergruppe von F n H. Nach Lemma 4.4 ist P in einer 
p-Untergruppe P von H enthalten, die von einer Involution u E H normalisiert 
wird. Da u in F liegt, wird such P = P n F von u normalisiert, ein Wider- 
spruch. 
(II) Es ist n # 1. 
Beweis. Enthalt H nur eine Involution, so ist eine 2-Sylowuntergruppe 
von H zyklisch oder eine Quaternionengruppe. 
(III) Sei p eine Primzahl, D ein p-reguliirer Durchschnitt und u eke Involu- 
tion in H. Dann ist O,r(D n 0”) C O,,(D). 
Beweis. D n DU enthalt einep-Sylowuntergruppe von D. Da D als Gruppe 
ungerader Ordnung au&bar ist, liegt jede von einer p-Sylowuntergruppe 
von D normalisierte p’-Untergruppe von D in O,,(D), und es folgt 
O,,(D n DU) c O,,(D). 
1st O,,(D n D”) = O,,(D), so mu& wie in (I) gezeigt wurde, O,,(D) = 1 
sein. Dann liefert-wegen n # 1 ist such D # l- ein Satz von Glauberman 
(siehe Lemma 2.7) eine in D normale charakteristische Untergruppe A # 1 
einer p-Sylowuntergruppe von D, im Widerspruch zu (I). 
(IV) Sei p eine (ungerade) Primzahl, D ein p-reguliirer Durchschnitt, u eine 
Involution in H, X eine von u normalisierte p-Sylowuntergruppe von D und 
K = {k E X / KU = k-l}. Dann ist C,(K) g H. 
Beweis. Aus Lemma 4.1 ergibt sich 1 K 1 = n, . Nach Lemma 4.3 ist 
dann jeder K enthaltende, echte Durchschnitt H n HQ p-regular. Daher 
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diirfen wir annehmen, dal3 fur alle echten Durchschnitte H n Hg, die K 
enthalten, 1 O,(O)] < 1 O,,(H n Hg)l gilt. 
Es ist D = H n Ht mit einer Involution t E No(X). Offensichtlich ist 
X = X” in Ht n Htu enthalten, und Ht n HtU wird von u normalisiert. 
1st O,,(Ht n Htu) $ H, so folgt die Behauptung demnach aus Lemma 4.7. 
Im Falle O,,(Ht n Htu) C H erhalten wir zunachst 
O,,(Ht n Htu) C O,,(D n D”) 
und unter Beachtung von (III) dann 
1 O,,(H n Htut)l = j O,,(Ht n Htu)I < / O,,(D n D”)i -c j O,t(D)l. 
Da Kin H n HtUt enthalten ist, widerspricht diese Ungleichung der Uberein- 
kunft iiber D. 
Jetzt beschliepen wir den Beweis von Satz 4.8: 
Sei p ein Primteiler von n, und u, D und K wie in (IV). Dann ist I K I = n, , 
insbesondere K # 1. Nach (IV) ist C,(K) $ H. Folglich ist (u) C,(K) eine 
stark eingebettete Untergruppe von (u) C,(K). Dann hat (u) C,(K) nur 
eine Konjugiertenklasse von Involutionen; und da K nicht von u zentralisiert 
wird, ist die Ordnung von C,(K) ungerade. 
Deshalb ist (u) C,(K) auf&bar, und Lemma 4.6 verschafh uns einen 
Normalteiler M von (u) C,(K), derart dal3 (u) C,(K)/&’ von u zentralisiert 
wird und NC,,cG(,)(M) g H ist. Wir setzen F = N,,q,,(M). Es ist F g H. 
Wegen 1 K j = n, und Lemma 4.3 ist jeder K enthaltende echte Durch- 
schnitt H n Hg p-regular. Entsprechendes gilt natiirlich fiir zu H konjugierte 
Untergruppen, die K und eine Involution aus F enthalten, denn jede Involu- 
tion in F invertiert K elementweise. 
Unter den Involutionen inF - (F n H) wahlen wir t so, dal3 I O,,(H n Ht)l 
maximal ist und setzen bequemlichkeitshalber D = H n Ht. 
Es gibt genau eine zu H konjugierte Untergruppe R, die t enthalt. Da u 
und t unter F konjugiert sind, sind es such H und H; und da jede Kestklasse 
von H n F in F eine Involution enthalt, gibt es eine Involution s E F mit 
H = H”. 
Die Wahl von t impliziert 
I O&f n RI1 < I WW 
Trivialerweise ist HnHtnR=HnHnHtnRt, also DnH= 
(HnR)n(Hnff)t.WegenK=KSCHnHS=Hnf7istHnf7,wie 
oben bemerkt wurde, p-regular beztiglich f7. 
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Aus (III), angewandt auf R anstatt H, erhalten wir O,,(Dn fT)CO,,(HniT). 
Zusammen mit obiger Ungleichung liefert das 
I O,,(D n R)l < I O,Ql n fl)l e 1 O,,(D)l. 
Also ist O,(D) nicht in i7 enthalten. Nun wenden wir Lemma 4.7 mit 
W = O,(D) und t, i7 anstelle von u, H an und erhalten C,(K) g f7. Ander- 
erseits wird C,(K) trivialerweise von t normalisiert; und da M als Normal- 
teiler von F in D = H n Ht enthalten ist und C,(K)/M von u zentralisiert 
wird, wird C,(K) such von u normalisiert. Dann sind u und t unter N,(C,(K)) 
konjugiert, folglich such H und f7. Aus C,(K) C H folgt deshalb such 
C,(K) c R. 
Dieser Widerspruch vollendet den Beweis von Satz 4.8. 
5. ZUR EINBETTUNG VON D IN H 
Jetzt beginnen wir mit dem Induktionsbeweis von Satz 1. Bis zum Ende 
der Arbeit sei: 
G = ein Gegenbeispiel von kleinstmiiglicher Ordnung zu Satz 1; 
H = eine stark eingebettete Untergruppe von G; 
f(X) = der gr6Jte in H enthaltene Normalteiler von X (einer beliebigen 
Untergruppe von G); 
t = eine Involution aus G - H; 
D = HnHt. 
AuSerdem wird G weiterhin such also Operatorgruppe auf der (Punkt-) 
Menge Q der zu H konjugierten Untergruppen betrachtet. 
Es ist klar, da8 D keinen echten Normalteiler von G enthalt. Im vorigen 
Abschnitt wurde bewiesen, dal3 G zweifach transitiv auf Q operiert. Daher 
ist, fiir beliebiges g E G - H, H n HQ in H zu D konjugiert, weshalb D 
such keinen echten Normalteiler von H enthalten kann. 
Ziel dieses Abschnitts ist es zu beweisen, da0 jede von einer Involution 
in H normalisierte Untergruppe von D von jener sogar zentralisiert wird. 
Das hat zur Folge, dal3 bei der Anwendung der Induktionsvoraussetzung der 
in Satz 1 auftauchende Normalteiler M nicht mehr so stiirend wirkt. Die 
SchluBweise ist der im vorigen Abschnitt ganz ahnlich. 
LEMMA 5.1. Sei u eine Involution in H, p eine Primzahl und P eine 
p-Sylowuntergruppe von D n DU. Dann gilt: 
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(i) Jede drei Punkte $xierende p-Untergruppe von D ist in D zu einer 
Untergruppe von P konjugiert; 
(ii) No(P) ist zwesfach transitiv auf Qp; 
(iii) Ist P keine p-Sylowuntergruppe von D, so ist eine 2-Sylowuntergruppe 
von No(P) weder zyklisch noch eine Quaternionengruppe; 
(iv) Jede von P normalisierte p’-Untergruppe von D liegt in O,(D), 
falls 1 N,(P) : C,(P)] gerade ist. 
Beweis. Sei Q eine moglichst groDe drei Punkte fixierende p-Untergruppe 
von D. Nach Lemma 2.3 ist No(Q) zweifach transitiv auf Go , und keine 
gr6Bere p-Untergruppe von G hi& drei Punkte fest. Dann liefert Lemma 4.5 
eine Involution v in NH(Q). Da D n DV drei Punkte, namlich H, Ht und Htv 
festhiBt, mul3 Q eine p-Sylowuntergruppe von D n Dv sein. Da u und v 
unter D konjugiert sind (Lemma 4.1), sind es such D n DU und D n Dv und 
folglich such P und Q. Damit sind die Aussagen (i) und (ii) bewiesen. Zum 
Beweis von (iii) diirfen wir PU = P annehmen. 1st eine 2-Sylowuntergruppe 
von No(P) zyklisch oder eine Quaternionengruppe, so wird, Lemma 2.8 
zufolge, Nn(P)vonunormalisiert, was gleichbedeutend ist mit N,(P)CD n DU. 
Nach einem Satz von Thompson (siehe (151 oder [l]) liegt jede von P 
normalisierte p’-Untergruppe von D in O,(D), falls P jedes p-Element aus 
C,(P) enthalt. Sei Q eine p-Sylowuntergruppe von PC,(P). 1st Q 1 P, so hi& 
Q wegen (i) nur zwei Punkt fest, und es folgt NH(Q) C D. Dann ist Q eine 
p-Sylowuntergruppe von PC,(P), und ein FrattinischluB liefert N,(P) = 
C,(P) N,(P). Die Bemerkung, dal3 D ungerade Ordnung hat, vollendet den 
Beweis von (iv). 
LEMMA 5.2. D besitze einen t-invarianten Normalteiler A # 1, derart day 
N,(A) gerade Ordnung hat. Dann sind alle Involutionen in H miteinander 
vertauschbar. 
Beweis. Da alle Involutionen in Hunter D konjugiert sind, enthalt N,(A) 
alle Involutionen aus H; daher ist such eine 2-Sylowuntergruppe von No(A) 
weder zyklisch noch eine Quaternionengruppe. 
Aufgrund der Minimalitat von G sind alle Involutionen in N,(A) modulo 
f (No(A)), dem grdDten in H enthaltenen Normalteiler von No(A), vertausch- 
bar (siehe 53). 
Sei E das Erzeugnis aller Kommutatoren X-ly-‘xy von Involutionen X, y 
aus H. Dann ist E C f (No(A)) C H n Ht = D. Als in D enthaltener Normal- 
teiler von H ist‘ E gleich 1. Also sind alle Involutionen in H miteinander 
vertauschbar. 
LEMMA 5.3. Sei u eine Involution aus H und p ein Prim&&r von 
1 D n Du : C,(u)]. Dann ist O,(D n 0”) C O,(D). 
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Beweis. Sei P eine u-invariante p-Sylowuntergruppe von D n D”. Wegen 
Lemma 5.1 .ii wird P von einer Involution aus tD normalisiert. Deshalb 
durfen wir P = Pt annehmen. Wegen u E N,(P) - C,(P) liegt jede P-inva- 
riante p’-Untergruppe von D in O,,(D), siehe Lemma 5.1 iv. 
Insbesondere ist O,,(D n D”) C O,,(D). Angenommen, es ist O,,(DnD”) = 
O,,(D). Dann erhalten wir aus Lemma 5.2 als erstes O,,(D) = 1, da andern- 
falls D A D” = C,(u) ware. Nun wahlen wir M maximal unter den p-Unter- 
gruppen X von D mit folgenden Eigenschaften: 
(a) PC X, 
(b) X6 = X, 
(c) Jede InvoZution aus N,(P) liegt such in NH(Z( J(X))). 
[Definition und Eigenschaften der charakteristischen Untergruppe Z( J(X)) 
von X finden sich in Lemma 2.7.1 Ware M eine p-Sylowuntergruppe von D, 
so ware einem Satz von Glauberman (siehe Lemma 2.7) zufolge Z( J(M)) Q D, 
Lemma 5.2 lieBe sich mit A = Z( J(M)) anwenden, und wir erhielten 
C,(u) = D n D”. Also ist M keine p-Sylowuntergruppe von D. 
Wir setzen L = No(Z( J(M))) und E = (x EL n H 1 x2 = 1). Dann folgt 
aus (a), (c) und Lemma S.l.iii, da13 eine 2-Sylowuntergruppe von L weder 
zyklisch noch eine Quaternionengruppe ist. Nun liefert die Minimalitat von G 
folgende Eigenschaften von L (siehe $3): 
(A) L r\ H ist q%sbar; 
(B) 1 L n H : L n D j ist eine 2-Potenz; 
(C) Eine 2-Sylowuntergruppe von E ist abelsch. 
Sei Q eine t-invariante, M enthaltende p-Sylowuntergruppe von L n D. 
Es ist M C Q. Wegen P CL n D und O,,(D) = 1 ist, wie wir anfangs sahen, 
such O,,(L n D) = 1. Aus (B) folgt dann, da8 O,,(E(L n D)) eine 2-Gruppe 
ist. 
Nach Lemma 4.1, angewandt auf L anstatt G, hat E(L n D) nur eine Klasse 
von Involutionen. Ware O,,(E(L n D)) # 1, so erhielten wir demnach 
O,,(E(L n D)) = E = O,(E(L n D)). Dann ware aber N,(P) = C,(P) und 
folglich u E C,(P). Also ist O,,(E(L n D)) = 1. 
Unter Beachtung von (A), (B) und (C) erfahren wir nun aus Lemma 2.7, 
dal3 Z( J(Q)) normal in E(L n D) ist. 
Wegen M C Q widerspricht das aber der Maximalitat von M. 
Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den angekiindigten wichtigen 
Reduktionsschrift vornehmen: 
SATZ 5.4. Sei u eine Involution in H. Dam ist D n D@ = C,(u). 
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Beweis. Angenommen, D n D” # C,(u). Sei p ein Primteiler von 
/ D n D” : C,(zl)l. Dann gibt es ein p-Element d # 1 in D mit d” = d-l. 
Wegen O,,(Ht n Htu) n H _C D n D” C Ht n HtU ist O,,(Ht n Htu) n H C 
O,,(D n 0”). Da D und Ht n HtU wegen der zweifachen Transitivitat von 
G konjugiert sind, folgt dann aus Lemma 5.3, da13 O,,(Ht n HtU) nicht in H 
enthalten ist. Die Anwendung von Lemma 4.7 liefert C,(d) e H, genauer: 
C,(d) n Ht n HtU $ H. Tatsachlich haben wir beweisen: 
(*) Sind HI und H, verschiedene zu H konjugierte Untergruppen, die d 
enthalten, und ist v eine Involution in HI mit d” = d-l, so ist 
C,(d) n H, n H,” $ HI. 
Da C,*(d) eine stark eingebettete Untergruppe von C,*(d) ist, sind alle 
Involutionen in C,*(d) zueinander konjugiert; folglich hat C,(d) ungerade 
Ordnung und ist deshalb auflosbar. 
Nun verschafft uns Lemma 4.6 einen Normalteiler M von C,*(d), derart 
da13 N,(M) n C,*(d) $ C,*(d) ist und C,*(d)/M von u zentralisiert wird. 
Sei F = N,(M) n C,*(d). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist dann 
t E F. Sei ff die zu H konjugierte Untergruppe, die t enthalt. Wegen M = 
Mt C H n Ht = D ist klar, daB C,(d) sowohl von t als such von u norma- 
lisiert wird. Dann sind u und t und daher such H und R unter N,(C,(d)) 
konjugiert, und insbesondere ist C,(d) C R. Aus (*) (mit v = t, HI = 17 
und H, = H) folgt aber C,(d) $ n. Mit diesem Widerspruch ist Satz 5.4 
bewiesen. 
6. DIE STRUKTUR VON D 
Zusatzlich zu den am Anfang von 55 eingefiihrten Bezeichnungen sei: 
W = ein miiglichst kleiner Normalteiler von H mit WD = H; 
E=DnW, 
v = C,(t); 
K = (k E D 1 kt = k-l}. 
Fiir das folgende sollte der Leser mit den in Lemma 2.1 aufgefiihrten Eigen- 
schaften von V und K vertraut sein. 
LEMMA 6.1. Esist K # 1 undE # 1. 
Beweis. Ware K = 1, so enthielte H nur eine Involution (Lemma 4.1), 
und deshalb ware eine 2-Sylowuntergruppe von H zyklisch oder eine Quater- 
nionengruppe. 
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1st E = 1, so hat D ein normales Komplement in H; und auBerdem ist G 
nach Satz 4.8 zweifach transitiv auf Q. Nun besagt aber ein Satz von Suzuki 
[ 13, Seite 5151, daI3 dann die Folgerung in Satz 1 gilt. 
LEMMA 6.2. Seien Hl und H, verschiedene Elemente aus 52 und F eine 
Untergruppe von G, derart daJ 1 F n Hi 1 gerade ist fiir i = 1,2. Dann sind Hl 
und H, unter F konjugiert; und die F n Hi sind verschiedene, in F konjugierte, 
stark eingebettete Untergruppen von F. 
Beweis. Da Hl n H, ungerade ist, ist F n Hl # F n H, und F $ Hi 
(i = 1,2). Aus letzterem folgt, daR die F A Hi stark eingebettet sind in F. 
Es bleibt zu zeigen, daI3 sie sogar unter F konjugiert sind. F n Hi enthalt eine 
2-Sylowuntergruppe Si von F (i = 1,2). Dann ist S{ = S, , mit einem 
Element f E F. Nun hat aber Hlf n H2 gerade Ordnung, und daraus folgt 
Hlf = Hs. 
LEMMA 6.3. Sei X eine Untergruppe von G mit / Sz, 1 3 3. Dann gilt: 
(i) Ist X C M E Q, so hat C,(X) gerade Ordnung; 
(ii) C,(X) ist transitiv auf s2, . 
Beweis. Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten und 
Lemma 6.2. Wir nehmen an, da13 (i) fur echte Untergruppen von X bereits 
bewiesen und X # 1 ist. Da X auf&bar ist, ist N = O”(X) # X, fiir eine 
Primzahl p. Sei P eine p-Sylowuntergruppe von X. Natiirlich ist X = NP. 
Setze F = C,(N)P. Aufg rund von Lemma 6.2 und der Induktionsannahme 
sind die Durchschnitte F n M, mit M E s2, , konjugierte, stark eingebettete 
Untergruppen von F, und P ist in wenigstens dreien dieser Untergruppen 
enthalten. 
Sei nun ME Q, . Lemma 4.2, angewandt auf F anstatt G, liefert eine 
Involution u E F n M, derart da8 such p = (P, P”> in wenigstens dreien 
dieser Durchschnitte enthalten ist. Nun ist offenbar 1 Qp ( 3 2 und Pu = P. 
GemaD Satz 5.4 folgt daraus [u, P] = I. Also ist u E C&(P), und als 2-Element 
von F liegt u such in C,(N). Folglich wird X = NP von u zentralisiert. 
LEMMA 6.4. Es gibt eine Involution u in H mit C,(u) = V. 
Beweis. Sei t EM E B. Dann ist V C C,(t) C M und folglich 1 Sz, 1 2 3. 
Also wird V nach Lemma 6.3 von einer Involution u in H zentralisiert. 
Andererseits ist I C,(u)1 = I V 1, siehe Lemma 4.1. 
LEMMA 6.5. Sei X eine Untergruppe von D mit 1 Q, / > 3. Dann ist X in D 
xu einer Untergruppe von V konjugiert. 
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Beweis. Nach Lemma 6.3 ist X C C,(V), fur eine Involution v E H. 
Da alle Involutionen von H unter D konjugiert sind (Lemma 4.1), ist C,(s) 
in D zu V konjugiert. 
LEMMA 6.6. Sei 1 # k E K. Dann la@ k nur zwei Punkte fest. 
Beweis. Andernfalls ware die Ordnung von (t)C,,>o(k) durch 4 teilbar. 
LEMMA 6.7. Die Untergruppe X won V besitxe einen Subnormalteiler Y + 1 
mit C,(Y) f 1. Mit F = Oz’(Co(X)) sowie N = No(X) und einer 2-Sylow- 
untergruppe S von N IT H gilt dann: 
(i) F is zwezfach transitiv auf Q,; 
(ii) N = F(N n V); 
(iii) Es ist Z(F) C V; und F/Z(F) ist isomorph zu PSL(2, q), &z(q) oder 
PSU (3, q), mit einer 2-Potenz q > 2; 
(iv) S Q N n H = S(N n D); 
(v) N n K ist ein zyklischer Normalteiler der Ordnung q - 1 van N n D; 
(vi) Die Involutionen van N n H erzeugen eine elementarabelsche Unter- 
gruppe der Ordnung q van Z(S); 
(vii) Sei N n K # 1 und P eine Untergruppe von N n V mit Primzahl- 
ordnung p; ist dams C,,,(P) = 1, so ist q = 2Y und N n V = PC,,,(N n K). 
Beweis. Wir nehmen zunachst an, dal3 N n K # 1 ist. Dann ist such 
F n K # 1. Den vorangegangenen Ergebnissen zufolge ist M + M n F 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von fix auf die Menge der Unter- 
gruppen (F n H)f, f E F. Da nichttriviale Elemente aus K nur zwei Punkte 
festlassen, erhalten wir die zweifache Transitivitat von F aus Lemma 4.4 
(angewandt auf F anstatt G). Ware eine 2-Sylowuntergruppe von N n H 
zyklisch oder eine Quaternionengruppe, so hltte N,(N n D) gerade Ordnung, 
siehe Lemma 2.8, im Widerspruch zu N n K f 1. 
Die Minimalitat von G liefert nun F/f(F) = PSL(2, q), Sz(q) oder 
PSU(3, q), mit einer 2-Potenz q 2 4. Weiter ist f (F) < H n Hf = D, aber 
f(F) n K = 1 und folglich f (F) < V. Dann ist C,(f (F)) ein Normalteiler 
gerader Ordnung vonF; und aus der Einfachheit vonFlf(F)folgtf (F) = Z(F). 
Da F zweifach transitiv auf Sz, und N n D der Stabilisator zweier Punkte 
ist, liefert ein FrattinischluB N = F(N n D); und da N n K C F ist, erhalten 
wir daraus N = F(N n V). 
Die ubrigen Behauptungen folgen leicht aus der Struktur der angegebenen 
einfachen Gruppen, die in 93 beschrieben ist. Zu (v) sei bemerkt, dal3 
(F n K) Z(F)/Z(F) eine zyklische Untergruppe, folglich (F n K) Z(F) abelsch 
und deshalb such F n K = N n K selbst eine (zyklische) Untergruppe ist. 
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Und zu (vii) sei bemerkt, da13 die von N n K auf fin,(S) induzierten Endo- 
morphismen zusammen mit der Nullabbildung einen Kiirper bilden, auf dem 
N n V und P die gleiche Automorphismengruppe induzieren; denn wegen 
C,,,(P) = I . d m uziert P bereits die volle Automorphismengruppe dieses 
KGrpers, weshalb such q = 2n ist. 
Nun nehmen wir an, daB N n K = 1 und die Behauptung fiir einen 
Normalteiler X,, von X bereits bewiesen ist. Die Bedeutung von No und S,, 
sei der von N und S analog. Trivialerweise ist Gx C Qx . Da N, n D ein 
normales Komplement in N,, n H besitzt, namlich S, , p”entigt jede Unter- 
gruppe von N, n V dem Kriterium (ii) von Lemma 2.2. Also ist NNO(X) 
zweifach transitiv auf Sz,. Wegen NNonH(X) = NNonr,(X) C,(X) folgt daraus 
die zweifache Transitivitgt von F. 
Die zweite Behauptung ergibt sich dann wie oben direkt aus (i). Es bleibt 
nur noch der Beweis von (iii). Wegen S 4 N n H ist S C C,(f(F)) und 
folglich wieder f(F) = Z(F). Nach 93 ist S,,* = 1; und da S zyklisch oder 
eine Quaternionengruppe ist, folgt / S 1 < 8. Nach Lemma 2.8 ist F/Z(F) 
dann eine Frobeniusgruppe der Ordnung 2 .3,4.5 oder 8 .9. 
LEMMA 6.8. Seip ein Primteiler von j E : E’ 1 und Peinep-Sylowuntergruppe 
von V n E. Dunn gilt: 
(i) P ist eine p-Sylowuntergruppe van E; 
(ii) P ist zyklisch; 
(iii) P ist jixpunktfrei auf K. 
Beweis. Aus OP(E) # E und der Minimal&t von W folgt die Existenz 
einer p-Untergruppe U f 1 von E, die keiner der Bedingungen (a) und (b) in 
Lemma 2.10 geniigt. Dann ist insbesondere N,(U) # NE(U) O,(N,(U)), 
also NH(U) $ D, und folglich 1%3t U mehr als zwei Punkte fest. Nach Lemma 
6.5 ist U in D zu einer Untergruppe von V konjugiert, weshalb wir U C V 
annehmen diirfen. Gem%3 Lemma 6.7.iv ist dann U fixpunktfrei auf K. 
Daraus schlieflen wir zungchst, daf3 V eine p-Sylowuntergruppe von D 
enthtilt; da E normal in D ist, beweist das die erste Behauptung. Weiter 
erhalten wir (p, j(K)I) = 1. Fiir einen Primteiler q von [ K 1 gibt es deshalb 
eine U-invariante q-Sylowuntergruppe Q von (K). Nun operiert U fixpunkt- 
frei auf N,( V n Q)/ V n Q, und folglich ist U zyklisch. Da U nicht der 
Bedingung (b) in Lemma 2.10 geniigt, ist such P zyklisch. Das zusammen 
mit U f 1 liefert schliefilich such (iii). 
LEMMA 6.9. Es ist K C E’ und E = Et. 
Beweis. Sei p und P wie in Lemma 6.8. Da P eine p-Sylowuntergruppe 
des Normalteilers [P, DIP von D ist, ist D = [P, D] N,(P); und aus 
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N,(P) _C I’ erhalten wir K C [P, O] C E. Daraus folgt E = Et; und der 
gleiche SchluB, mit E anstatt D, liefert K C [P, E]. 
LEMMA 6.10. Es gibt ein Element e # 1 in E’ n V mit C,(e) # 1. Es ist 
uber C,(K) = 1. 
Beweis. Sei I der Menge der Involutionen in H. Aufgrund von Lemma 6.8 
ist C,(e) = 1 fiir alle Elemente e E (E n V) - (E’ n V). 1st die erste 
Behauptung also falsch, so ist E n V fixpunktfrei auf K. Wegen Lemma 6.9 
bedeutet das, dal3 E eine Frobeniusgruppe mit (abelschem) Kern K ist. Nun 
ist K transitiv auf I (Lemma 4.1); und nach Burnside (Lemma 2.5) ist ent- 
weder W = C,(I)E, oder W zweifach transitiv auf I. Der erste Fall wider- 
spricht der Minimalitat von W, und im zweiten Fall ware nach Hering [S] 
eine 2-Sylowuntergruppe von W zyklisch oder eine Quaternionengruppe. 
Nun sei C,(K) # 1. Es ist C,(K) = C,(I). Sei Y ein Primteiler von 
1 C,(I)1 und X eine r-Sylowuntergruppe von C,(I). Aus Lemma 6.7.iv/vi 
folgt, dal3 X eine r-Sylowuntergruppe von C,(I) und da8 NH(X) C C,(I)D 
ist. Mit Hilfe eines Frattinischlusses folgern wir hieraus H = C’a(I)D. Dann 
durfen wir W C C,(I) annehmen, im Widerspruch zu K C W und C,(I) = 1. 
LEMMA 6.11. Seip ein Primteiler von 1 E : E’ / und P eine Untergruppe der 
Ordnung p von V n E. Dann gilt: 
(i) P hat ein normales Komplement A in V mit C,(A) # 1; 
(ii) Fiir jede P-invariante Untergruppe B # 1 von A ist C,(B) = C,(A); 
(iii) P ist eine p-Sylowuntergruppe von D. 
Beweis. Die Existenz von A folgt aus Lemma 6.7.vii, sobald wir einen 
Normalteiler X # 1 von V mit C,(X) # 1 gefunden haben. Gibt es keinen 
derartigen Normalteiler, so ist V n F(D) = 1 und folglich K = F(D). Dann 
folgt E’ = K(E n V)‘, also E’ n V = (E n V)‘. Weiter ist (I K /, 1 F( V)i) = 1. 
1st P $ F(E n V), so ist [P, F(E n V)] f 1 und (p, / F(E n V)i) = 1, denn 
eine p-Sylowuntergruppe von E ist zyklisch. Aus Lemma 2.11 erhielten wir 
dann [P, F(E n V)] C C,(K), ein Widerspruch. 
Also ware P C F(E n V). Sei X eine miiglichst groI3e Untergruppe von 
F(E n V) mit C,(X) # 1. 1st X # 1, so folgt aus Lemma 6.7.vii, dal3 
F(E n V) = PX, also X eine Hallsche Untergruppe von F(E n V) und 
folglich ein Normalteiler von V ist. Also ist F(E n V) fixpunktfrei auf K und 
deshalb zyklisch. Dann hatten wir aber E’ n V = (E n V)’ C F(E n V), 
wahrend doch E’ n V nach Lemma 6.10 nicht fixpunktfrei auf K ist. 
Damit ist die Existenz von A bewiesen, und (ii) ergibt sich unmittelbar aus 
Lemma 6.7.vii, denn es folgt 1 C,(A)/ = 21, - 1 = 1 C,(B)/. 
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Wegen C,(P) = 1 enthalt V eine p-Sylowuntergruppe Q von D und ist 
A(K) ein normales Komplement zu Pin D. 1st Q 3 P, so ist Q nicht zyklisch; 
und fur jede nichtzyklische Untergruppe U von Q ist 
siehe Lemma 6.7.iv. Dann ist nattirlich p kein Teiler von / H : D / = 1 W : E /, 
also W = EOp( W); und aus Lemma 2.10 erhalten wir P $ O’(H), also such 
P $ Op(W), im Widerspruch zur Minimalitat von W. 
Im folgenden seien p, P und A wie in.Lemma 6.11. 
LEMMA 6.12. Die Ordnung von C,(P) teilt p - 1. 
Beweis. Sei N = N,(P). 1st U # 1 eine Untergruppe von C,(P), so ist 
N,,,(U) = NNnD( U) O,(N,( U)), und zwar wegen Lemma 6.7.iv. Da N n D= 
C,,(P)P ist, liefert sukzessive Anwendung von Lemma 2.10 ein normales 
Komplement AI zu C,(P) in N. 
Nun sei r ein Primteiler von 1 C,(P)1 und R eine r-Sylowuntergruppe von 
C,(P). Dann ist R such eine r-Sylowuntergruppe von C,(P) und weiter 
N,(R) = NNnD(R) O,(N,(R)) C C,(P), also N = C,(P). Ware P eine 
p-Sylowuntergruppe von H, so hatte P nach dem Burnsideschen Verlage- 
rungssatz ein normales Komplement in W, im Widerspruch zur Minimalitat 
von W. Demnach ist P keine p-Sylowuntergruppe von N, also such keine 
von il4. Sei Q eine R-invariante p-Sylowuntergruppe von M. Da C&x)/P 
fur 1 # x E R eine 2-Gruppe ist, ist R fixpunktfrei auf Q/P. AuDerdem ist 
Q/P zyklisch; denn wegen AT n K = 1 enthalt N nur eine Involution, und 
nach Lemma 2.2 ist Lv zweifach transitiv auf Qp , so dal3 sich also Lemma 2.8 
anwenden 1aBt. Nun ist klar, daB / R ( ein Teiler von p - 1 sein mul3. 
LEMMA 6.13. (i) C,(P) ist Hallsch in D und ein Komplement xu E; 
(ii) E’ ist nilpotent; 
(iii) E’ n V ist eine r-Gruppe, fiir einen Primteiler r von 1 K I; 
(iv) E’ n V = F(r). 
Beweis. Sei Y eine Primzahl und R # 1 eine P-invariante r-sylowunter- 
gruppe von A. 1st r ein Teiler von 1 K /, so such von / C,(R)/; und da P 
fixpunktfrei auf C,(R) operiert und C,(R) nach Lemma 6.7.~ eine zylische 
Gruppe ist, folgt p < r; dann ist r kein Teiler von p - 1, also such keiner 
von / C,(P)1 (Lemma 6.12). 
Insbesondere ist P fixpunktfrei auf (K), denn I( hat dieselben Prim- 
teiler wie ( K /. 1st nun ( K / nicht durch r teilbar, so wird (K) von [P, R] 
zentralisiert (Lemma 2.11); und wegen C,(K) = 1 folgt [P, R] = 1. 
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Also ist C,(P) Hallsch in D und hat deshalb ein normales Komplement in 
D. Offensichtlich ist D = EN,(P) = EPC,(P) = EC,(P); und da p 
aufgrund von Lemma 6.8.iii der einzige Primteiler von / E : E’ 1 ist, folgt such 
C,(P) = P. 
Also ist P fixpunktfrei auf E’, und daher ist E’ nilpotent. Nach Lemma 6.10 
ist E’ n I/ + 1. Sei Y ein Primteiler von j E’ n V 1 und R die r-Sylowunter- 
gruppe von E’ n v. Infolge von (i) ist R eine r-Sylowuntergruppe von V. 
1st R # F(V), so hat / F( V)i einen weiteren Primteiler q. Wegen [P, R] # 1 
ist q f p. Deshalb liegt eine q-Sylowuntergruppe Q von F(V) in A. Sei S 
die r-Sylowuntergruppe von E’. Wegen KC E’ und C,(K) = 1 ist N,(R) # S. 
Aufgrund von Lemma 6.ll.ii ist N,(R) = NJQ). Mit N = N,(R) gilt nun 
Z(N)Q = C,,(N) 4 N,,(N), und folglich ist N,(N) C Ns(Q) = N, im 
Widerspruch zu N C S. 
LEMMA 6.14. Es ist p 2 7. 
Beweis. 1st p = 3 oder 5, so ist 1 C,(A)/ = 29 - 1 = 7 oder 31, also in 
jedem Falle eine Primzahl. Aus Lemma 6.13 und Lemma 6.1 I.ii folgt, daB 
1 K 1 eine Primzahlpotenz ist. Andererseits ist 1 K 1 such die Anzahl der Involu- 
tionen in H, und diese Involutionen sind unter K konjugiert (Lemma 4.1). 
Sei Y wieder der einzige Primteiler von / F(V)1 und U das Erzeugnis der 
Involutionen in H. Natiirlich ist U C W. Weiter ist E’ eine r-Sylowunter- 
gruppe von H. 
1st U n E’ = 1, so normalisiert E’ eine 2-Sylowuntergruppe S von U. 
Da alle Involutionen unter K konjugiert sind, folgt U C Z(S). Also ist U 
elementarabelsch und 1 U I = 2n = 1 K 1 + 1 = rm + 1, mit gewissen 
Zahlen n und m. Die Beziehung 2” = yrn + 1 ist aber nur mit m = 1 
miiglich. Es folgt / K j = Y < I C,(A)J, also K = C&l), ein Widerspruch. 
Also ist UnE’fl. Ware N,(E’nU)gE, so ware E’nUCV 
(Lemma 6.5) im Widerspruch zu C,(K) = 1 (beachte E’ n U Q 0). Da 
E’ n U eine r-Sylowuntergruppe von U ist, liefert ein FrattinischluB 
W = UE; und die Minimalitat von What dann W = U zur Folge. 
Aus einem Satz von Burnside [7, Theorem 16.8.71 folgt aber, dal3 W einen 
echten Normalteiler gerader Ordnung enthalt. 
LEMMA 6.15. P ist die grb@e N,(P)-invariante Untergruppe won V. 
Beweis. Sei X jene Untergruppe von V. 1st P C X, so ist X n A # 1 und 
folglich NH(X) = N,(X) O,(N,(X)). D ann ist P eine p-Sylowuntergruppe 
von N,(P) und hat ein normales Komplement in N,(P). Nach dem Burn- 
sideschen Verlagerungssatz gilt dies nun such ftir H wie natiirlich such fiir W, 
im Widerspruch zur Minimal&at von W. 
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LEMMA 6.16. Sei u die lnvobtion in C,(V) und M = {x E C,(ut) / xU = x-l}. 
Dann gilt: 
(i) Die Ordnung f von ut ist 3 oder 5; 
(ii> (I M i, I W’)l) = 1; 
(iii) M ist eine abelsche Untergruppe; 
(iv) M wird von V und N,(P) normalisiert; 
(v) C,(P) ist eine elementarabelsche f-Gruppe; 
(vi) M ist keine f-Gruppe. 
Beweis. Nach Lemma 6.7 ist Nc( V)/V . eme ro eniusgruppe der Ordnung F b 
2.3,4.5 oder 8.9. Deshalb hat jedes von u invertierte Element in No( V)-N,( I/) 
die Ordnung 3 oder 5. Man beachte (ut)” = (ut)t = (ut)-‘. 
Offenbar ist C,(u) n Cc(ut) = V. Also hat C’,(ut) ungerade Ordnung und 
ist folglich C,(ut) = VM. 
1st der Primteiler r der Ordnung von F( V) ein Teiler von 1 M /, so gibt es in 
iM ein Element x der Ordnung r. Nun ist Y ein Teiler von ( K (, und jedes 
Element # 1 in K 1aRt genau zwei Punkte fest. Deshalb enthalt D eine 
r-Sylowuntergruppe von G, und daher ist x zu einem Element in D kon- 
jugiert. Wegen 2Ct = x-l ist x dann sogar zu einem Element in K konjugiert, 
und fixiert folglich genau zwei Punkte, die dann such von ut fixiert werden 
miissen. Wegen (z~t)~ = (ut)-r ist dann such ut zu einem Element in K 
konjugiert. Also ist i K 1 durch 3 oder 5 teilbar. Da (K)F(V) nilpotent ist, 
ist such / C#(V))l durch 3 oder 5 teilbar. Dann hatten wir aber C,(P) # 1, 
denn C,(F( V)) ist eine P-invariante zyklische Gruppe. Also ist T kein Teiler 
von j M 1 und folglich such keiner von l(M)!. Daraus folgtF(I) n (M) = 1 
und weiter v n (M) = 1, denn V n (ilil) ist normal in V. Also ist (M) = M, 
womit such (iii) bewiesen ist. 
Beachten wir, daB N,(P) zweifach transitiv auf Sz, ist (Lemma 2.2), daR 
P die groRte N,(P)-invariante Untergruppe von V ist (Lemma 6.15) und 
dal3 u wegen N,(P) = 1 die einzige Involution in N,(P) ist, so erhalten wir 
aus Lemma 2.8 ein normales Komplement Q/P zu N,(P)/P in N,(P)/P. 
Und zwar besteht Q/P genau aus den von u invertierten Elementen ungerader 
Ordnung in N,(P)/P und ist eine elementarabelsche f-Gruppe. Nach 
Lemma 6.14 ist p # f, und daher ist die Menge {X E Q / x” = x-l> eine 
abelsche Untergruppe, die dann mit C,&(P) tibereinstimmt. 
Wegen N,(P) _C C,(u) wird C,(P) von N,(P) normalisiert. Sei b E N,(P). 
Es ist Mb = {x E C,((ut)b) 1 xU = x-l> > M, also Mb = M. 
Es bleibt der Beweis von (vi). Wir setzen L = C,(A)/Z(A). Dann ist L 
isomorph zu PSL(2, q) oder &z(q), mit q = 2 8. Folglich ist CL(ut) zyklisch der 
Ordnung q - 1, q + 1, q + 42 + 1 oder q - d\/2q + 1 und wird element- 
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weise von u invertiert. Sei CL(ut) = S/Z(A) und T = {x E S 1 xU = x-l}. 
Da S/Z(A) zyklisch ist, ist S abelsch und folglich T eine zu S/Z(A) isomorphe 
Untergruppe. Offenbar ist TP = T C M. Wire nun T eine f-Gruppe, so 
wire T C C,(P), denn es ist p # f und C,(P) # 1. Da C,(P) aber elemen- 
tarabelsch ist, ware sogar 1 T j = f < 5. Wegen p > 3 ist jedoch jede der 
vier obigen Zahlen gr68er als 5. 
Jetzt beschlieyen wir den Beweis des Hauptsatzes: 
Sei M und f wie in Lemma 6.16 und N = O,,(M). Da P fixpunktfrei auf N 
wie such auf F(V) ist, ist F( V)N nilpotent; und wegen (1 M j, 1 F( V)l) = 1 
bedeutet das F(V) C C,(N). Wegen N # 1 fixiert C,(N) mindestens drei 
Punkte und ist deshalb zu einer Untergruppe von V konjugiert. Als eine 
Sylowuntergruppe von Z’ ist F( V) dann charakteristisch in C,,(N), also normal 
in N,(N). Insbesondere ist F(V) invariant unter N,(P), im Widerspruch zu 
Lemma 6.15. 
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